ECE1 Correction Devoir maison n°14 2020-2021

Correction Devoir maison n°14

Exercice 1

3y +z
On considére 'ensemble E = 2y |, y,z€RH C Mj:(R)
—z
3x0+0 0
1. On voit que 2x0 ) = 0 | € E donc 'espace est non vide.
-0 0
3y + 21 3y2 + 22
Soient X; = 291 ek Xo= 219 € E, A€ R. On a alors
-2 —Z2
3y1 + 21 3y2 + 29
AX) + X = A 2y1 + 2ys
—Z1 —z2
AByr + 21) + (By2 + 22)
= 201 + 2y
—R1 T *2
3()\y1 + yg) + (/\Zl + 22)
= 2(Ay1 + 2) cerL
—(Az1 + 22)

‘L’espaee E est un espace vectoriel. ‘

3y + 2
E= 2y |, y.2€R
—Z

2. On a

3y z
= 2y |+ O |, y,2z€eR
0 —z
3 1
=yl 2 | +=2 0 , Y,z €R
0 -1
3 1
Ainsi, F = vect 2 1,1 O
0 -1
3. Soient A1, Ay € R tels que
3 1 M+ =0
Ml 2 [+X] 0 |=0=<2\ =0
0 —1 —>\2 - O
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3 1
La famille 21,1 O est donc libre.
0 1
Exercice 2
1 2 3
On considere la matrice A= [2 4 6| et ensemble F' = {X € M3,(R), AX =0}.
3 6 9
1. Ona F C M371(R)
On a A x 0 = 0 donc le vecteur nul appartient a F'.
Soient X,Y € F' (On a donc AX =0et AY =0, et A € R. On calcule
AMNX +Y) = AX+AY =0
‘Donc F est un espace vectoriel.
2. On résout le systeme
r+2y+3z =0 r+2y+3z =0
20 +4y+62 =0<+= <0 =0 Ly— Ly—2IL,4
3r+6y+92z =0 0 =0 L3— L3—3L4
Ainsi
T -2y — 3z —2 -3
F= Yy |, x+2y+32=0, = Y Y,z € RS =Vect 1 0
z z 0 1

Exercice 3

On note f : ]1,+o0o[ — R I'application définie par :

1

va €1, +ool, f(#) = s

1. La fonction x — xIn () # 0 est dérivable en tant que produit de fonction dérivable sur |1, 4o00] et

ne s’annule pas. donc f est dérivable sur |1, +oof et

~1+In(z) <0
(eI (w)?

car In (x) > In (1) donc f' < 0 et f est strictement décroissante sur |1, +o00|

Vo €)1, 400, f'(z)=

1

Il y a une asymptote horizontale.
1 lim L
@)= I @~ T

>

Il y a une asymptote verticale.
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5 f

4

3

2

1

u] 2 3 < 5 5] T
-1

2. Pour k>3 onak—12>2>1donc f est strictement décroissante sur [k — 1,k] et f (k) < f(z) <
f(k—1) pour tout x € [k — 1, k]
Et comme k£ — 1 < k alors pour tout k£ > 3,

/: f(k:)dtg/k f(x)dmg/k Fk—1)dt

-1 k—1 k—1
— f(k) < * fx)de < f(k—1)

k—1

Pour tout n € N tel que n > 2, on note S,, = > _ f (k)

3.

k=2

(a) Pour n > 3, on somme alors ces inégalités de 3 a n.

VRS S NICOTTED SYRLEEY

k=3

On rectifie la somme de gauche :

En utilisant la relation de Chasles :
n k n
S [ f@dr=["f@)de
= k-1 2

Et en utilisant un changement de variable :

n n

Zf(k—1)=§_:f(k)=2f(/f)—f(n>

k=3 k=2

d’ou finalement pour tout entier n > 3 -et égalment pour n = 2- donc pour n > 2

L
nln(n)

</2nf(x)da7§5n—
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(b) On calcule .
[ @y = i @) = In 10 (1)) — In in (2)

D’apres l'inégalité précédente, on a

S, < /an(:v)dan 21;(2) ot /an(x)dm <5, - nh;(n) <,
d’ou les deux inégalités :
In(In(n)) —In(In(2)) < S, <In(ln(n)) —In(In(2)) + 21;(2)
(c) En divisant de part et d’autres par In (In (n)) > 0 on obtient :
_In(In(2)) Sh _In(In(2)) 1
L o) Shimm) = min() T 2 @) (mm)

et par encadrement

nSoo In (In (n))

Pour tout n € N tel que n > 2, on note
U, =S, —In(In(n+1)) et v, =5, —In(ln(n))

4. Pour montrer que ces suites sont adjacentes, il faut montrer que 1'une est décroissante, I’autre crois-
sante et la différence tend vers O :
— On calcule

Uy — Uy, =S, —In(ln(n)) =S, +In(ln(n+1)) =In <ln(n+1)>

In (n)

et comme In(n+1) =In (n (1 + %)) =In(n)+In (1 + %) alors

(Bt o (2 a)) o (1 )

In (n) In (n)

Or lim In (1 + %) =0 donc lim M

n——4o00 n——+o00 ln(n) =0et

lim v, —u, =0
n—-+00

— Pour la suite u :

Upt1 — Uy = Spyr—In(ln(n+2))—S,+In(In(n+1))
n+2

= D) =M@=+ = [ f@)de>0

n+1 -

d’apres I'inégalité de la question 2 pour k = n + 2.

La suite (u,) est donc croissante.
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— et de méme pour la suite v :

Ups1 —Up = Spri—In(In(n+1)) =S, +1In(In(n))
n+1

= feHD) =M@t =fa+ )= [ f@)de <0

n

La suite (v,,) est donc décroissante.

Les suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes. Elles ont donc une limite commune /.

5. (a) Comme la suite (v,,) est décroisante et (u,) croissante, on a u, < ¢ < v, et en retranchant v,, on
obtient u,, — v, < {—wv, <0 avec v, —u, =In(ln(n+1)) —In(ln(n)) = f:“ f(x)dx < f(n)
d’apres 'inégalité de la question 2 pour £k =n + 1 d’ou

1

< —f <
O<un—£< nln (n)

(b) On a alors v, qui donne une valeur approchée de ¢ a % pres.

In(n)
1

I lfaut donc calculer la somme S, jusqu’a ce que ) soit inférieur & 1072 :

nln(n)
n= 2
while 1/(n*log(n)) > 107{-2} do
n = n+l
end
S=0

for k=2 :n

S =8+ 1/(kxlog(k))
end
v =S - log(log(n))
disp(v)

On peut également calculer

n= 2

S =0

while 1/(n*log(n)) > 107{-2} do
n = n+l
S =S + 1/(n*log(n))

end

v =S - log(log(n))

disp(v)

Exercice 4

On considere, pour tout entier naturel n, ’application ¢,, définie sur R par :
Ve eR, ¢,(2)=(1—2)"e*
ainsi que l'intégrale : X
I, = /0 on (z) dx
On se propose de démontrer 'existence de trois réels, a, b, ¢ tels que :

b ¢ 1 .
In:a—kﬁ#—ﬁ—kﬁe(n) avec ngﬂnooe(n):o
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1. La fonction ¢y :  — e ?* est une fonction continue sur [0;1] en tant que composée de fonction

continue. L’intégrale [ existe et

1
10:/ e 2 dx
0

1

Donc Iy =

La fonction ¢; :  — (1 —z)e™* est une fonction continue sur [0; 1] en tant que composée et produite

de fonctions continues. L’intégrale I; existe et

1
L = / (1—mz)e
0
On pose les fonctions

uwz)=1—z V()= ?21
u(z)=-1 wx)= —56_2‘”

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1]. A laide d'une intégration par partie, on obtient

l x>e_2x]1_1/le_2xd:ﬁ
2 Jo
1 1r7-1
T2 2[2 }
11 f—e
T2 2\ 2 )
1 1 e2
“2T17 1
—2
On obtient I; = 1+4€ )

2. Pour z € [0,1], on a 1 —x € [0, 1] et donc pour tout n € N
(1 . x)n > (1 - )n—i—l

_— 1 o SU) —2x > (1 x)n+1672:ﬂ

1

— / e dy > / (1—x)"Me?dy
0

= I, > [n+1

La suite (I,,)nen est décroissante

3. Pour tout x € [0, 1], pour tout entier n,
1-2)">0=(1— w*%>o

— / e dr >0
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| Ainsi, Vn € N, I, > 0.

4. La suite (I,)nen est décroissante et minorée par 0.

Donc la suite (1,,)nen est convergente.

5. On a

Vo € [0,1], e < 1.

6. D’apres ce qui précede, on a

(1—z)e® < (1—a)"
1 1

= (1—z)"e *dr < / (1 —x)"dx
0 0

-1 1
— fn<[1_ nt1
- n—i—l< 7) 0
-1
== [, <0-—
n+1

Ainsi

7. Comme lim

= 0, d’apres le théoreme des gendarmes,
n—+oom + 1

lim I, =0.

n——+0oo

8. La fonction ¢, est continue sur [0,1] en tant que composée et produit de fonctions continues.
L’intégrale existe et

1
2,1 = 2 / (1 — )" x 2¢~22dy
0

On définit
u(r) = (1 —z)" V(1) =2e7%

W(x) = —(nt (1) o) = e

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,1]. A laide d'une intégration par partie, on obtient

1
20,1 = |—(1— x)”“e‘zx}; - / (n+1)(1 —x)"e **dz
0
1
=0— ()" — (n+ 1)/ (1 —x)"e *dx
0

c’est-a-dire,

VneN, 2y =1—(n+1)1I,

9. D’apres 'égalité précédente, on a
2[7’L+1 — 1 - n[n - ['I’L < n[n - 1 - [n — 2[n+1

Or lim [, = lim [,.; =0 donc
n——4oo n—-+o0o
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lim nil, =1.
n—-+00

10. Toujours en utilisant 1’égalité précédente, on a

nl, —1=—I, — 2L,
<~ n(nl,—1)=—-nl, —2nl,,
<~ nnl,—1)=-nl, —2(n+ 1)1+ 2,

s . - . B . _ . _ o
Or d’apres les questions précédentes, n1—1>I-ir-loo I,+1 =0, nl_l}ijOO nl, =1 et nl_lgloo(n + 1)1,.1 = 1. Ainsi,

lim n(nl, —1)=-3.

n—-+o0o

11. En reprenant la relation

1
In:a+ﬁ+%+ﬁ5(n) avec nl_i}rfooe(n):()

On remarque que lim I, =a =0 et donc
n——+00

En multipliant I'expression par n et en remplagant a par 0, on obtient

1
(n) avec lim e(n)=0

nl, = b+ Sye
n n n—-+o0o

On remarque alors que 1_131 nl, =b=1 et donc

b=1.
Enfin, en soustrayant 1 et en multipliant par n dans la relation pour I, on a

n(l,—1)=c+e(n) avec lim e(n)=0

n—-+00

On remarque alors que 1_131 n(l,—1)=c= -3 et donc

En conclusion,

Iy=%—23 4+ Le(n) avec lim,,ioe(n)=0
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